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学科课程教材与教学

数学课程中 “人为规定”的思想性

郜舒竹
（首都师范大学 初等教育学院，北京 １０００４８）

摘要：数学课程内容中所蕴含的思想是无数前人大师在数学研究实践中产生的

无数想法凝练出来的，具有多样性、复杂性和隐蔽性。数学课程中 “人为规定”的

内容，具有较强的主观性，其中蕴含着丰富的思想。可以概括为确定性、统一性、
继承性和多元化。在数学课程中挖掘这样的思想性内容，并融入学生的数学学习活

动中，让学生经历对人为规定内容的发明与解释活动，一方面能够丰富数学课程的

人文性，同时有益于数学学习中的深入思考。
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数学课程 中 有 一 些 内 容 是 对 客 观 规 律 的 描

述，比如，“平面上任意三角形的三个内角之和

等于１８０度”，描述的是不同三角形的共性特征；
勾股定理 体 现 出 任 意 直 角 三 角 形 三 边 之 间 的 关

系。这类知识的特点是具有较强的客观性，不依

人的主观意志为转移。学生学习这类知识的核心

活动是 “发现”。［１］

除此之外，还有一类主观性较强的内容，是

长期以 来 由 于 某 种 主 观 因 素 而 人 为 规 定 的。比

如：在除法运算的内容中有 “除数不能为零”以

及 “余数要比除数小”的规定，在初中和高中函

数定义中有 “唯一确定”的规定，在高中有关指

数函数内容中有 “底数大于零”的规定。诸如此

类的人为规定是长期以来随着数学研究的发展，
人们逐 步 形 成 的 统 一 认 识，其 中 蕴 含 着 人 的 意

愿、情感和思维等思想性内容。在数学课程中挖

掘并归 纳 这 样 的 思 想，并 融 入 学 生 的 学 习 活 动

中，让学生经历对人为规定内容的发明与解释活

动，一方面能够丰富数学课程的人文性，同时能

够让学生经历 “为什 么 这 样 规 定”的 思 考 过 程，
有益于数学学习中的深入思考。

一、确定性

“确定性”是相对于 “随机性”而 言 的，随

机性现象或对象具有随意性，人难以把握、预见

和判断，因 此 确 定 性 就 成 为 人 主 观 上 的 追 求 目

标。张景 中 院 士 在 《感 受 小 学 数 学 思 想 的 力

量———写给小学数学教师们》一文中指出： “在

数学里，数 量 之 间 的 确 定 性 关 系 叫 作 函 数 关

系。”［２］这样的确 定 性 关 系 在 函 数 定 义 中 表 现 为

随着自变量的确定，因变量要存在，并且唯一确

定。因此，函 数 关 系 的 确 定 性 表 现 为 函 数 值 的

“存在性”和 “唯一性”。这样的确定性使得基本

的 因 果 推 理 “如 果 ｘ１ ＝ｘ２，那 么 ｆ（ｘ１）＝
ｆ（ｘ２）”能够实现。

作为人的主观意愿，确定性首先是为了迎合

数学自身逻辑关系的需要。比如，在自然数范围

内的除法运算，如果没有 “余数要比除数小”的
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规定，就会出现运算结果多样的现象，给以此为

基础的推理带来麻烦。
在小学五年级 “质数与合数”的课程内容中

规定：１既不是质数，也不是合数。自然的疑问

是：为什么不能把１归为质数？事实上，人最初

的想法是把全体自然数分为两类：一类是不能再

分的数，叫作质数；另一类是可以再分的数，叫

作合数。１也 是 不 能 再 分 的 数，当 然 应 当 是 质

数。１９世纪之 前 欧 洲 出 版 的 许 多 数 学 教 科 书 中

都是 把 数 字１当 作 质 数 的。图１是 当 时 列 出 的

１００以内的全部质数，其中１是１００以内的第一

个质数。［３］

图１　欧洲教科书扫描图

后来逐步发现，将一个合数分解为质数乘积

的形式是许多推理的基础，这个分解的过程在如

今的小学数学课程中叫作分解质因数。作为推理

的基础，自然希望这个分解的形式唯一确定。比

如，１００分 解 质 因 数 的 形 式 为：１００＝２２×５２。
其中出现的质数以及相同质数的个数，都是确定

不变的，使 得１００质 因 数 分 解 的 形 式 具 有 唯 一

性，因而也就具有了确定性。如果１是质数，这

种确定性 就 无 法 满 足，比 如１００还 可 以 分 解 为

１００＝２２×５２×１３。
将１剔除出质数，并不符合人的初衷，是基

于对确定性的主观愿望不得已而为之的。数学课

程中诸如除数 （分母）不能为０，算术平方根与

绝对值，反三角函数的主值区间，极限 （级数）
的收敛，向量运算没有除法等人为规定的内容，
都与这种确定性思想有关。运用确定性思想可以

解释许多 “为什么这样规定”的问题。
确定性作为人的主观意愿，也是顺应客观规

律的。比如，对于物体运动的实际问题，经常需

要描述 “时间”和 “速度”的关系。把时间作为

自变量，对应的速度作为因变量的函数关系，体

现的是时刻一旦确定，对应时刻的速度就随之确

定。换言之，对同一物体来说， “相同时刻，不

同速度”的现象是不可能出现的。

二、统一性

数学体系的构建追求形式的统一，常常需要

运用辩 证 法 中 对 立 统 一 的 思 想。任 何 对 象 的 存

在，都伴随着对立的一方的并存，而且对立的双

方在一定条件下是可以相互转化的。在数学课程

内容中，将处于对立状态的对象纳入同一个系统

之中，使之成为同一个系统中的不同状态，就体

现了这种对立统一的思想。
比如，小 学 数 学 课 程 中 乘 法 运 算 的 意 思 是

“相同加数求和”，就是说至少应当是两个或者两

个以上的相同加数相加，才会出现乘法运算。按

照这样的理解，１×１以及０×０等算式就是没有

意义的，因为 “相同加数相加”的过程根本没有

发生，对应的 “相同加数求和”的加法算式也无

法写出。出于对乘法系统完整、统一的意愿，需

要将１×１以及０×０等特殊情况纳入到乘法运算

体系中，因此作出相应的人为规定：１乘任何数

的结果还是这个数；０乘任何数的结果都是０。
人为规定的结论通常有两个方面的来源，其

一是符合人的直觉，其二是符合相应的规律或规

则。比如，为什么规定 “１乘任何数的结果还是

这个数”？对于２×１，除了直觉上表示 “１个２”
或者 “２个１相加”，结果应当等于２，更重要的

原因是要符合运算律。比如，如果把数字１看作

４－３的结果，那么就可以运用分配律对２×１进

行如下的计算：

２×１＝２×（４－３）＝２×４－２×３＝２。
说明规定 “２×１＝２”不仅符合直觉，也不

违背乘法对加、减法的分配律。在初中数学课程

中，表示相同因数相乘的指数与幂的运算中，也

有类似情况。比如４３ 表示相同因数相乘４×４×
４，那么４１ 和４０ 是 什 么 意 思？为 了 实 现 乘 方 运

算系统的统一，就需要对这样的特例规定相应的

取值。规定４１＝４，无论从直觉还是运算规律看

都是合理的。
对于４０ 如 何 规 定 其 取 值，从 “相 同 因 数 相

乘”的意义上看，这个表达式表示的是 “没有４
相乘”，类似于 “４×０＝０”表示 “没有４相加”，
因此直觉上看应当规定４０＝０。如果把指数０看

作是２－２的结果，运用运算规律计算却得到了

不同的结果：

４０＝４２－２＝
４２

４２＝１
。

当出现这 种 直 觉 与 运 算 规 律 不 一 致 的 现 象
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时，自然应当遵从运算规律进行规定，使得人为

规定能够与相关的运算规律无矛盾。因此，就有

了４０＝１这样的人为规定。在高中数学课程中关

于阶乘运算也有类似的规定：１！＝１以及０！＝１。
我国数学课程与教学历来有渗透辩证唯物主

义思想的传统，统一性的思想与方法可以视为辩

证唯物主义对立统一规律的体现。将其融入数学

课程与教学，也是对数学教育本土化优秀传统的

继承。

三、继承性

１９９５年７月，荷 兰 出 版 的 期 刊 《数 学 中 的

教育研究》① 刊发了一篇研究以色列高中数学教

师本体性知识的文章，其中有一个如何看待分数

指数幂 （－８）
１
３ 的测试题。调查结果显示，大部

分被试教师都认为表达式 （－８）
１
３ 的含义是唯一

确定的，可以确定其结果为（－８）
１
３ ＝－２。文章

作者认为这样的回答是不完善的，理由是如果运

用不同的方法变形，会出现两个不同的结果。

方法１：（－８）
１
３＝

３
槡－８＝－２。

方 法 ２：（－８）
１
３ ＝（－８）

２
６ ＝［（－８）２］

１
６ ＝

（８２）
１
６＝８

２
６＝８

１
３＝

３
槡８＝２。

因此，就出现了－２＝（－８）
１
３ ＝２形 式 的 悖

论。文章 作 者 认 为，诸 如（－８）
１
３ 这 样 出 现 多 种

结果的表达式，等同于不能确定其结果，因此是

无法定义的。［４］

一年后的１９９６年９月，同 一 期 刊 上 载 文 表

达了不同 观 点。认 为 表 达 式（－８）
１
３ 是 可 以 确 定

其意义 的。使 得（－８）
１
３ 不 确 定 的 原 因，是 前 面

方法２中 出 现 了（－８）
１
３→（－８）

２
６ 的 推 理。悖 论

的出现并 不 是 因 为（－８）
１
３ 的 意 义 不 确 定，而 是

（－８）
１
３ 与 （－８）

２
６ 不 具 备 相 等 关 系。为 避 免

（－８）
１
３→（－８）

２
６ 这 样 的 推 理，只 需 要 在 分 数 指

数幂的定义中，对分数指数增加 “分子与分母互

质”或 “最 简 分 数 （即 约 分 数）”的 规 定

即可。［５］

事实 上，如 何 理 解（－８）
１
３ 的 问 题，实 质 是

如何看待（－８）
１
３ 与（－８）

２
６ 的 关 系 问 题。在 小 学

数学中就已经熟悉的分数基本性质
１
３＝

２
６
，能否

直接继承到指数运算中，使得（－８）
１
３＝（－８）

２
６ ？

英国１９世纪数学家乔治·皮 克 科 （Ｇｅｏｒｇｅ

Ｐｅａｃｏｃｋ，１７９１－１８５８）于１８３０年在剑桥大学出

版社出版的 《论代数》前言中，提出一个从算术

到代数 拓 展 的 “同 形 继 承 原 理”②，意 在 研 究 从

算术到代数的拓展过程中，如何将算术中的运算

规律和法则继承于意义更为广泛的代数运算的问

题。算术中的运算规律一般适用于自然数范围，

代数中符号所代表的对象会超越出自然数范围，

此时要遵循的原则是尽可能让算术中的规律从形

式 （ｆｏｒｍ）到取 值 （ｖａｌｕｅ）在 代 数 中 都 保 持 一

致。［６］关于（－８）
１
３ 的讨论，实质是算术中的分数

基本性质能否同形继承到底数为负数的有理数指

数幂的运算中。

从函数的视角看，将分数基本性质和乘法交

换律应用于幂函数的指数，可以得到三个幂函数

（函 数 图 象 见 图 ２）：ｙ ＝ｘ
１
３、ｙ ＝ （ｘ２）

１
６

和ｙ＝（ｘ
１
６）２。

从图象上明显看出三个函数定义域、值域以

及奇偶性的 差 异。使 用 乘 法 交 换 律 将ｙ＝ｘ
２
６ 变

为ｙ＝（ｘ２）
１
６ 或ｙ＝（ｘ

１
６）２，每 次 改 变 都 导 致 函

数定义域以及相关性质发生变化。

（１）ｙ＝ｘ
１
３

·５９·

①
②

英译为Ｔｈｅ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎａｌ　Ｓｔｕｄｉｅｓ　ｉｎ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ。

英译为Ｔｈｅ　Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ　ｏｆ　Ｐｅｒｍａｎｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　Ｆｏｒｍｓ。



（２）ｙ＝（ｘ２）
１
６

（３）ｙ＝ （ｘ
１
６）２

图２

还可以 在 复 数 范 围 内 看，把 表 达 式（－８）
１
３

和［（－８）２］
１
６ 分 别 看 作 方 程ｘ３＝ －８和ｘ６＝

（－８）２ 在复数域内解的集合。方程ｘ３＋８＝０在

复数范围内 有 三 个 解①，而 方 程ｘ６＝（－８）２ 有

六个解②。这说明在复数范围内，表达式（－８）
１
３

和［（－８）２］
１
６ 分别表示两个不同的集 合，而 且 前

者是后者的真子集。二者之间的关系不能用等号

表达，而应当用集合间的关系符号表达。
因此，在算术中所熟悉的运算规律，在指数

以及指数幂的运算中并不总是适用。同形继承原

理只有在底数为正数时才能实现，这也就是对于

有理数指数幂和指数函数ｙ＝ａｘ，为什么需要规

定底数ａ＞０的道理。

２０１７年 颁 布 的 《普 通 高 中 数 学 课 程 标 准

（２０１７年版）》将有理数指数幂以及实数指数幂

安排 在 “指 数 函 数”课 程 内 容 中，具 体 要 求 是

“了解指数的拓展过程，……”［７］同形继承原理及

其实施应当成为其中拓展过程的重要内容。
从算术到代数的同形继承原理，表现出人们

对于数学内容可继承性的意愿。数学课程中数系

的拓展过程始于自然数，逐步经历增加零和负整

数到整数，进一步增加分数到有理数，增加无理

数到实数，增加虚数到复数的过程。在这样的拓

展过程中，无论是数学家还是学习者，都有实现

继承性的主观愿望，而在拓展过程中出现的逻辑

矛盾，使得人不得不通过增加限制条件，或作出

新的规定等办法规避矛盾。

主观的限制条件和人为规定具有多样性，不

同的人会增加不同的限制条件，或作出不同的规

定。因此，针 对 如 何 理 解（－８）
１
３ 所 出 现 的 不 同

意见是很正常的。如果期望学生在数学学习过程

中了解这样的过程，感悟继承性思想，就需要在

数学课程以及教学中融入此类内容。

四、多元化

人为规定内容的主观性决定了其多元化的特

点，这一特点首先表现为因人而异的差异性。比

如，对于 自 然 数 范 围 内 的 除 法 运 算，人 为 规 定

“余数要比除数小”，此时对于类似于６÷２这样

整除的情况，就是余数为零，利用竖式算法就可

以得到６÷２＝３。

这样的规定并不是不可改变的。如规定 “余
数不能为零”，也 就 是 在 带 余 除 式ａ÷ｂ＝ｑ…ｒ
或ａ＝ｂｑ＋ｒ中，将 限 制 条 件０≤ｒ＜ｂ改 变 为

０＜ｒ≤ｂ。这样６÷２的竖式算法就改变成商为无

限循环小数的形式：

由此得 到６÷２＝２．９

，进 而 说 明２．９



＝３，

·６９·

①

②

三个解分别表示为－２， 槡１－ ３ｉ， 槡－１＋ ３ｉ

六个解分别表示为 槡１＋ ３ｉ， 槡－１＋ ３ｉ，－２，２， 槡１－ ３ｉ， 槡－１－ ３ｉ。



这也可以成为证明０．９


＝１的一种方法。随着数

系的扩充，余数也经常以负数的形式出现，比如

７÷２也可以认为是商为４，余数为－１。凡此都

说明人为规定的内容往往具有 “可以这样，还可

以那样”的差异性，这种差异性给人带来的是可

能性的选择。数学课程与教学应当让学生有机会

感受这样的差异，经历对于可能性的选择过程。
人为规定内容多元化的另一种表现形式是与

时俱进的发展性。在数学发展历史中，当负数引

入有理数中时，为了继承自然数中的运算规律，
一 个 关 键 问 题 是 如 何 规 定 负 数 与 负 数 相 乘 的

符号。
在自然数运算中，可以把１×１＝１看作 “一

个１等于１”，类似地可以把－１×１看作 “一个

－１等于－１”，因 此 规 定（－１）×１＝－１。但 如

何规定（－１）×（－１）就成为当时的难题。欧拉用

排除的方法解释： “因 为 它 一 定 是＋１和－１之

一，但它不能是－１，因为（－１）×１＝－１。”对

于规定（－１）×（－１）＝＋１真正有说服力的解释

是，为了继承自然数运算中的分 配 律。［８］因 为 如

果（－１）×（－１）＝－１，那 么 运 用 分 配 律 计 算，
就会出现０＝（－１）×（１－１）＝－２的悖论。

在满足了继承运算律的基础上，人们进一步

寻求实际应用中对于 “负负得正”的解 释。［９］在

行程问题中，最常见的量是速度和时间。如果一

辆汽 车 以 每 小 时４０ｋｍ 的 速 度，自 西 向 东 行 驶

（参见图３），到达Ｏ 地后继续行驶２小时，此时

汽车位于Ｏ 地东侧 （４０ｋｍ×２＝）８０ｋｍ处 的

Ａ 地。如果汽 车 行 驶 到Ｏ 地 后 调 转 方 向 向 西 行

驶，２小时后汽车位于Ｏ 点西侧８０千米处的Ｂ
地，可以表示为：（－４０ｋｍ）×２＝－８０ｋｍ。

图３　汽车行驶示意图

如果把 汽 车 到 达Ｏ 地 前２小 时 用 “－２小

时”表示，那么算式（－４０ｋｍ）×（－２小时）就

可以理解为 汽 车 自 东 向 西 行 驶２小 时 后 到 达Ｏ
点，出发前汽车 自 然 应 当 位 于Ｏ 点 东 侧８０ｋｍ
处的 Ａ地。也 就 是（－４０ｋｍ）×（－２小 时）＝
８０ｋｍ。

因此，规定 “负负得正”是与客观实际相符

合的。有了坐标系和复数概念后，（－１）×（－１）
可以进一步理解为平面上点的运动。将（－１）×
（－１）改写 为（－１）×（ｃｏｓ　１８０°＋ｉｓｉｎ　１８０°），这

就意味着是把实数轴的点（－１，０）沿逆时针方向

旋 转 １８０°，其 结 果 当 然 是 （＋１，０），因 此

（－１）×（－１）＝＋１。这个过程实质上也可以成

为著名的欧拉公式ｅｉπ＝－１的直观解释。
综上，随着人的认识的拓展，对于许多人为

规定的认识不断深入，解释的思路逐步多样，凡

此体现多元化思想的内容应当适时、适量地融入

数学学习活动中。
注重在数学 课 程 与 教 学 中 渗 透 数 学 思 想 是

我国数学教育 的 传 统， 《义 务 教 育 数 学 课 程 标

准 （２０１１年版）》更是把 “基本 思 想”列 入 了

数学课 程 总 目 标。实 现 这 样 的 目 标 并 非 易 事，
如果把数学思想 理 解 为 无 数 前 人 大 师 在 数 学 研

究实践中产生的 无 数 想 法 的 总 和，那 么 数 学 思

想就具有多样性、复 杂 性 和 隐 蔽 性，渗 透 在 数

学课 程 内 容 的 方 方 面 面，需 要 点 点 滴 滴 地 挖

掘、归纳和积累。
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《中国教育科学》（双月刊）投稿要求

《中 国 教 育 科 学 （中 英 文）》双 月 刊 （刊 号：

ＣＮ１０－１５７８／Ｇ４）已 经 国 家 新 闻 出 版 广 电 总 局 批 准，

即将正式创 办，由 中 华 人 民 共 和 国 教 育 部 主 管、人 民

教育出版社主办。欢迎踊跃投稿。

一、办刊宗旨

专心 教 育 学 术，注 重 深 入 研 究，促 进 理 论 创 新，

展现中国教育科 学 研 究 成 果，向 世 界 宣 传 中 国 教 育 科

学重大成就，展示 教 育 科 学 研 究 的 中 国 特 色 和 中 国 风

格，促进中国教育科学发展，服务教育强国建设。

二、读者对象

教育科研人 员、高 校 教 育 专 业 教 师 和 研 究 生、热

心教育研究的教育实践工作者。

三、主要栏目

大家论坛、回顾 大 家、教 育 原 理、教 育 学 科、学

科教育、学术感悟、文献综述、学术争鸣、政策研究、

教育书评。

四、稿件要求

１．每 篇 文 章２０　０００字 左 右，中 文 摘 要４００字 左

右，关键词５个以内。

２．英文内容８００字 （词）左 右 （题 目、作 者、单

位、摘要、关键词、作者简介等）。

３．中英 文 作 者 简 介：各３００字 左 右，包 括 姓 名、

性 别、民 族、出 生 年 月、籍 贯、单 位、职 务、职 称、

学位、学历、主要研究领域或方向、学术兼职等。

４．参 考 文 献、注 释 采 用 脚 注，每 页 单 独 排 序。

如：王道俊、郭文安 主 编： 《教 育 学》，人 民 教 育 出 版

社２０１６年第７版，第１０页；【英】约翰·洛克著，杨

汉麟译：《教育漫话》，人民教育出版社２０００年版；Ｚ．

Ｑ．Ｗａｎｇ．Ｃｈｉｎｅｓｅ　Ｓｔｕｄｅｎｔｓ　Ｈｅａｄ　Ｏｖｅｒｓｅａｓ　ａｔ　Ｙｏｕｎｇｅｒ

Ａｇｅｓ，Ｃｈｉｎａ　Ｄａｉｌｙ，２０１３．８．２．

５．请作 者 自 留 底 稿，如 果１个 月 未 收 到 用 稿 通

知，可自行处理。

五、投稿联系方式

电子信箱：ｚｇｊｙｋｘ＠ｐｅｐ．ｃｏｍ．ｃｎ

本刊 联 系 人：李 冰 （０１０－５８７５８９５８）、石 筠 弢

（０１０－５８７５８９８０）

编辑部地址：北京市海淀区中关村南大街１７号院

１号楼 （１０００８１）
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